CONLUIO EM LEILOES REPETIDOS COM
COMUNICACAO SEM CUSTO!

Roberto B. Pinheiro
Departamento de Economia
Pontificia Universidade Catdlica - RJ
Orientador: Prof. Humberto Moreira (EPGE/FGV)

24 de fevereiro de 2003

! Agradeco aos comentdrios dos profs. Rogério Werneck, Walter Novaes, Juan Pablo Torres-
Martinez, Rodrigo Soares, Flivio Menezes e Marcos Antonio Silveira, bem como o auxilio dos mes-
trandos Nilto Calixto, Klénio Barbosa e Daniel Carvalho. Qualquer erro é de minha responsabilidade.



Abstract

Este trabalho apresenta um modelo de conluio em leiloes repetidos de primeiro preco estético,
ou seja, um esquema de conluio que usa a mesma regra em toda a fase de cooperagao, indepen-
dente da histéria do superjogo. Neste ambiente, introduzimos um mecanismo de comunicagao
sem custo, por meio do qual os jogadores transmitem sua ordenacao de preferéncias sobre os
bens a serem leiloados no jogo estdgio.

A partir deste modelo, obtemos um aumento da receita esperada agregada por parte dos
participantes do leilao frente a um modelo de conluio estético tdcito. Além disso, o resultado
de dominéncia do conluio dindAmico com comunicacao - esquema no qual a regra de conluio
depende de toda a histéria publica do superjogo - apresentado por Aoyagi (2002), frente a
qualquer conluio estético nao se verifica.

Outro ponto a se destacar é que o refinamento do sistema de comunicacao, por meio de
um aumento do nimero de bens ordenados em cada mensagem, embora leve a um aumento da
receita esperada, pode gerar uma elevagao da taxa de paciéncia necessédria para a manutencao
do conluio.

Palavras Chave: Leiloes, Conluio, Jogos Repetidos

JEL: D44, D82, C72, L12



1 Introducao

Nos 1ltimos tempos, a utilizacao de mecanismos de leilao tem se tornado freqiiente nos mais
diversos setores da economia. Os processos de compra e venda de bens e servigos pelas esferas
ptblica e privada, com destaque na midia para os processos de privatizagao de empresas
estatais e venda de concessoes ocorridos na tltima década, confirmam a popularidade deste
processo de alocacao de recursos.

A popularizacao do mecanismo de leilao deve-se, principalmente, a suas propriedades de
otimalidade nos seguintes casos:

1) O vendedor tem pouca informacéo a respeito da valoracdo dos potenciais
compradores: Através do processo de leilao, ha a revelacao parcial da valoragao dos agentes,
devido a concorréncia entre os mesmos (seja de forma dindmica, por meio de leildes ascen-
dentes, seja de forma estdtica, por meio de leildes de envelope fechado).

2) O vendedor tem baixo poder de barganha: Ao estabelecer as regras da venda antes
do inicio do leilao, o vendedor compromete-se com o cumprimento do contrato de forma crivel,
de modo que os agentes nao acreditam que haverd uma quebra do procedimento ao término
do leilao'. Com isso, os participantes sabem que as informacoes contidas em suas ofertas
nao serao usadas contra eles. Assim, a concorréncia leva a revelacao parcial da valoragao dos
agentes, possibilitando o aumento do ganho do vendedor.

No entanto, a criacao de um conluio entre os participantes eliminaria todo o possivel ganho
que o leiloeiro teria com a concorréncia entre os jogadores. Dado que o leiloeiro comprometeu-
se em vender o bem segundo as regras delimitadas, a formacao de cartel entre os agentes leva a
minimizagao dos ganhos do vendedor, sendo as perdas do mesmo limitadas apenas pelo preco
minimo estabelecido.

Quanto a suceptibilidade dos desenhos de leilao a conluio, a literatura mostra que o leilao
ascendente é mais propenso a formagao de conluio: Milgrom (1987) apresenta um exemplo
simples que explora a existéncia de multiplos equilibrios de Nash dos leiloes ascendentes para
construir equilibrios perfeitos colusivos em leiloes repetidos. Robinson (1985) mostra que,
mesmo em leiloes estdticos, estratégias de cartel tém compatibilidade de incentivos em leiloes
do tipo inglés. o que nao ocorre em leiloes de primeiro prego.

No entanto, deve-se ter em mente que os leiloes fechados de primeiro preco, num contexto de
jogos repetidos, também possibilitam a formagao de conluios, desde que haja uma possibilidade
positiva suficientemente grande de um novo leilao. Trataremos agora a literatura a respeito
deste tema, considerando o caso de cartéis que incluem todos os participantes do leilao. Nos
modelos apresentados, temos que todos os jogadores sao neutros ao risco.

A presenca de conluio em leiloes de primeiro preco, valores privados e independentes foi
estudada primeiramente por McAfee & McMillan (1992), que apresentam um modelo estético
de conluio, ou seja, esquema em que a regra de conluio mantém-se fixa durante toda a fase de

'Por exemplo, que o leiloeiro iré se recusar a vender o bem ao vencedor do leildo pelo preco acordado e
comegcara a barganhar com este



cooperacao. Neste modelo, a possibilidade de puni¢ao nao é modelada, considerando apenas
que esta é baseada na observacao da identidade do vencedor e em seu lance, informacoes estas
que sao consideradas piblicas no modelo. Os autores argumentam que a punicao deve se dar
via jogos repetidos?.

Na escolha do mecanismo de conluio, dada a multiplicidade de equilibrios que surge devido
a necessidade de um esquema de punicao por meio de jogos repetidos, tomam por regra de
selecao a maximizacao do lucro conjunto ex ante dos participantes do cartel. Além disso, para
avaliar os resultados dos diferentes métodos de conluio, introduzem a questao de eficiéncia do
cartel.

Um cartel seria eficiente se designasse como vencedor do leilao o jogador com a maior val-
oracao, desde que esta fosse maior que o preco de reserva. Obviamente, a eficiéncia implicaria
num lucro conjunto maior, de modo que um cartel maximizador de lucros preferiria obter um
resultado eficiente, desde que este tivesse compatibilidade de incentivos.

Quanto aos mecanismos a disposicao do conluio, hé a possibilidade da formacao de cartéis
em dois ambientes:

e Cartel Fraco: Nao hd a possibilidade de fazer pagamentos entre os participantes;

e Cartel Forte: O cartel tem a possibilidade de fazer pagamentos entre os participantes.

Vejamos agora os mecanismos 6timos de conluio em cada um dos casos, considerando que
o leiloeiro tem uma postura passiva no leilao, simplesmente anunciando um preco de reserva
e vendendo o bem ao participante que fizer a maior oferta. No caso de empate, o leiloeiro
sorteia uniformemente o bem entre os jogadores que fizeram as maiores ofertas.

No caso de cartéis fracos, o mecanismo que maximizaria a receita ex ante conjunta do
cartel, entre todos os possiveis mecanismos - com ou sem correlacao entre os lances - seria
aquele no qual todo jogador que tivesse valoracao acima do preco de reserva faria uma oferta
igual a este, deixando que o leiloeiro sorteie o vencedor. Obviamente, esta regra nao gerard
um resultado eficiente. No entanto, os autores mostram que nao hé como obter uma regra de
conluio eficiente para o caso de cartéis fracos.

No caso de cartéis fortes, o mecanismo 6timo pediria que cada jogador reportasse para o
cartel sua valoracao. O jogador com a maior valoragao seria designado vencedor do leilao,
pagando ao leiloeiro o preco de reserva e fazendo transferéncias em dinheiro para os demais
jogadores num montante total igual a diferenca entre o valor esperado da segunda maior
valoracao e o preco de reserva. Obviamente, este mecanismo é equivalente a realizagao de um
pré-leilao de primeiro preco entre os participantes do conluio antes do leilao oficial. Observe
também que neste caso o cartel seria eficiente.

A partir deste resultado bdsico, os autores tratam da questao do comportamento do
leiloeiro, avaliando o impacto de mudangas no preco de reserva, bem como do anincio ou
nao do preco de reserva sobre o resultado do leilao.

2Este tipo de abordagem é conhecida como side contract theory.



Com relacao ao precgo de reserva, como o preco de reserva 6timo no caso de conluio é maior
que o preco de reserva de concorréncia, a deteccao de conluio dos participantes levaria a uma
elevacao do preco de reserva praticado pelo leiloeiro como uma forma de mitigar os efeitos
do cartel. Segundo McAfee & McMillan, quando hd um pequeno nimero de participantes
no leilao, os ganhos do conluio em um ambiente no qual o prego de reserva foi elevado serao
menores que os ganhos conjuntos num ambiente de concorréncia com preco de reserva baixo.
Com isso, se a taxa de desconto for suficientemente baixa, um leilao com poucos participantes
nao geraria incentivos a conluio, pois os ganhos no curto prazo serao menores que as perdas no
futuro, quando o leiloeiro elevar o preco de reserva para combater o conluio. Este resultado é
apresentado para o caso em que as valoracoes dos jogadores sao retiradas de uma distribuicao
Ulo,1].

No que tange ao antincio do prego de reserva, os autores afirmam que sua validade como
instrumento de combate ao conluio dependeria do conhecimento ou nao da valoracao do vende-
dor por parte dos participantes do leilao. No caso em que esta é conhecida, nao hd nenhum
efeito deste instrumento, enquanto no caso em que esta valoragao nao é de conhecimento co-
mum, este medida levaria a necessidade de comunicacao entre os jogadores, o que aumentaria
a possibilidade de identificagao de um comportamento de conluio.

A principal critica a este modelo é nao modelar a punigao via jogos repetidos.

Um modelo que pretende internalizar a questao da punicao é apresentado por Johnson
& Robert (1999). Este modelo apresenta um modelo de conluio fraco estatico em leildes de
primeiro preco, valores privados e independentes, repetidos infinitamente, em que cada jogador
conhece sua valoracao antes da realizacao de cada leilao. A partir deste ambiente, os autores
criam um modelo de conluio calcado na metodologia Abreu & Pearce & Stacchetti e na idéia
apresentada por Green & Porter de que ha a possibilidade de choques estocésticos, no caso,
da possibilidade de haver um jogador com uma valoracao suficientemente alta para aceitar
qualquer punicao futura. Este comportamento nao é levado em consideracao pelo esquema
de ofertas iguais apresentado por McAfee & McMillan (1992), sendo, segundo Johnson &
Robert, uma caracterfstica intrinseca da modelagem de jogos repetidos. Assim, a regra de
ofertas no modelo de Johnson & Robert internaliza a possibilidade de desvio dos jogadores no
caso em que estes possuem valoracoes muito altas, permitindo que desviem e sejam punidos
por determinado nimero de rodadas. Com isso, o esquema 6timo de ofertas passa a ter um
formato de escada, com trechos de conluio e outros de concorréncia nas ofertas.

Com relacao aos instrumentos a disposicao do leiloeiro, Johnson & Robert mostram que
o comportamento do preco de reserva passa a ser ambiguo, enquanto introduzem como pos-
sfveis instrumentos a disposicao do leiloeiro a utilizagao de tetos para as possiveis ofertas e a
utilizagao de regras de desempate que indicassem o vencedor ex ante. No caso do teto para
as ofertas, haveria um estimulo a quebra do conluio ao elevar os ganhos dos jogadores no caso
de concorréncia, enquanto a regra ex ante dificultaria o esquema de conluio, elevando a taxa
de paciéncia minima necessdria para manter o conluio .

2

No entanto, a possibilidade de desvio de jogadores com maior valoracao é reduzida ao
introduzirmos mecanismos que possibilitam que o jogador com maior valoragao venca o leilao,
resgatando a eficiéncia do esquema de conluio, a0 mesmo tempo que evitamos problemas
de compatibilidade de incentivos. Uma forma de obtermos isto é tratarmos um esquema de
conluio dindmico, no qual a regra de conluio depende da histéria passada. Um exemplo desta
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literatura é dado por Skrzypacz & Hopenhayn (1999) que apresentam um modelo no qual
o vencedor do leilao de uma rodada tem um payoff de continuacao menor. No fundo, este
mecanismo tenta imitar, por meio de transferéncias de payoff esperado futuro, os pagamentos
laterais apresentados pelo esquema de conluio forte, de modo a resgatar a eficiéncia, o que é
obtido em termos assintoticos para cartéis com um grande mimero de participantes.

No entanto, nos modelos de Johnson & Robert (1999) e Skrzypacz & Hopenhayn (1999)
os pagamentos feitos ao leiloeiro podem ser superiores ao preco de reserva. Aoyagi (2002)
retoma o pagamento minimo, por um mecanismo de rotacao de ofertas num modelo de dois
potenciais compradores no qual hd um esquema de conluio dindmico com a introducao de
um mecanismo de comunicacao® em que cada jogador revela sua valoracao para o mecanismo
central de conluio, o qual seleciona o jogador de maior valoragao , de modo que este vence o
leilao pagando o preco de reserva. Para evitar questoes de compatibilidade de incentivo, quanto
maior a valoracao reportada, maior a probabilidade de iniciar-se uma fase de punicao de m
periodos, nos quais o jogador que esta sendo punido sé ganha o leilao se o outro jogador tiver a
valoragao abaixo do prego de reserva. Obviamente, este esquema gera ineficiéncia, embora gere

ganhos comparado ao esquema de conluio estédtico tacito apresentado por McAfee & McMillan
(1992).

No que se refere a mecanismos de comunicacao em conluio em leildes de lo. preco, o
trabalho de Pesendorfer (2000) apresenta um modelo em que os agentes enviam mensagens
a respeito de sua ordenacao de preferéncias. Ao aumentar o nimero de bens na ordenacao,
mostra que este esquema de conluio leva a um resultado de eficiéncia assintética. A grande
critica a este modelo, similarmente ao caso de McAfee & McMillan, é nao modelar o jogo
repetido para tratar a questao da punicao no caso de desvio da regra de conluio.

O modelo que iremos apresentar, préximo ao modelo sugerido por Pesendorfer (2000), in-
ternaliza num modelo de rotacao de ofertas estdtico, além da questao de jogos repetidos, a
possibilidade de comunicacao descentralizada e sem custo, entre os participantes do conluio.
Ao introduzirmos esta nova estrutura, percebemos, além da elevacao dos ganhos conjuntos
frente aos obtidos por um conluio estético tacito do tipo McAfee & McMillan (1992), que os
resultados de superioridade do esquema dindmico de Aoyagi (2002) nao se mantém necessari-
amente. Ao internalizarmos a questao da punig¢ao por meio de jogos repetidos no modelo,
vislumbramos a possibilidade de um trade off entre o lucro do conluio e o incentivo a desvio,
pois o aumento do sistema de comunicacao pode levar a um aumento do lucro esperado do
conluio ao mesmo tempo que exige uma taxa de paciéncia maior para a manutencao do mesmo.

Por fim, confirmamos a ambiguidade do prego de reserva como mecanismo de quebra
de conluio, bem como avaliamos a questao de mudangas na regra de desempate.

A sec¢ao 2 introduz o modelo bésico de conluio, apresentando os resultados de superioridade
dos ganhos frente a McAfee & McMillan (1992) e de ambiguidade entre os ganhos do esquema
estatico com comunicagao apresentado e o esquema dindmico proposto por Aoyagi (2002).

A secao 3 avalia os mecanismos a disposicao do leiloeiro, evidenciando a questao do preco
de reserva como instrumento quebra de conluio, bem como tratamos a questao de mudanca
na regra de desempate.

Por fim, a se¢ao 4 conclui o trabalho.

3Este mecanismo assemelha-se ao proposto por equilibrios correlacionados.
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2 Modelo

Nesta secao, apresentaremos um modelo de conluio em um ambiente de leiloes de primeiro
preco repetidos em que os jogadores podem enviar mensagens entre si. Estes sinais terao
informacgao a respeito da ordenagao de preferéncias do agente e sobre o interesse do jogador
em participar ou nao do leilao.

A partir disto, veremos qual seria o impacto de variagdes na funcao de distribuigao F'(.)
no incentivo dos jogadores permanecerem em conluio, bem como mostraremos que o envio de
mensagens entre os jogadores gera ganhos de receita frente a um mecanismo de rotacao de
ofertas puro, como apresentado por McAfee & McMillan (1992)

Evidenciaremos que o mecanismo de rotacao de ofertas dinamico proposto por Aoyagi
(2002) nao necessariamente gera uma receita esperada maior. Além disso, veremos que apesar
do resultado de eficiéncia assintética através do aumento dos bens ordenados pelo sistema de
comunicagao apresentado por Pesendorfer (2000) , temos que este mesmo processo levaria a
uma elevagao da taxa de paciéncia necessaria para sustentar o esquema de conluio.

Por fim trataremos da questao do principio do desvio para o caso em que as valoragoes sao
extraidas de uma distribuicao U [0, 1].

2.1 Hipodteses

Consideraremos um modelo simples com n potenciais compradores neutros ao risco, idén-
ticos nosentido ex ante, com valoracao privada 6, onde 6 é uma v.a. com funcao distribuicao
continua F'(.) que é comum a ambos agentes. F'(.) tem densidade estritamente positiva e
continuamente diferencidvel f(.), definida sobre um suporte [0,1]. F' e f sao de conhecimento
comum.

Nao hd custoem fazer ofertas e o preco de reserva do leiloeiro é by > 0, constante e
conhecido por ambos os participantes.

2.1.1 Estrutura do Jogo

Vamos considerar o caso de um jogo finito cuja probabilidade de uma nova rodada é sempre
positiva (logo temos 0 < § < 1).

No entanto, o superjogo estd dividido em estdgios, sendo que cada estdgio possui m perfo-
dos, ou seja, m leiloes.

No inicio de cada estdgio, antes da realizacao do primeiro leilao, os jogadores conhecem
suas valoracoes para os leiloes do jogo estdgio e enviam um sinal sobre suas valoragoes para
o outro jogador, recebendo o sinal deste simultaneamente. Com base em sua valoragao e no
sinal recebido, cada participante escolhe seu lance para o primeiro leilao. Ao final do primeiro
periodo, os jogadores sabem o vencedor do leilao e o valor pago.

No segundo periodo, o jogador decide seu lance com base na sua valoracao, no sinal recebido
do outro jogador e na oferta vencedora do primeiro leilao, e assim por diante.



2.1.2 Estratégia de Conluio

A partir desta estrutura do jogo estédgio, vamos considerar a seguinte estratégia de conluio:

1°) Fase de comunicagdo: Primeiramente, devemos destacar que estamos avaliando um
jogo com um mecanismo de comunicagao sem custo (cheap talk), o qual, a principio, geraria
miiltiplos equilibrios. No entanto, vamos modelar um sistema de comunicacao que, além de
intuitivo, gerara implicacoes para determinados resultados da literatura. Ao fazer isto, vamos
impor a hipétese de “linguagem rica” (“rich-language assumption”), na qual assume-se que 0s
jogadores nao sao mal-entendidos de forma gratuita.

A principio, observemos que um sistema de conluio estdtico sem pagamentos laterais,
no qual a regra de alocagao baseia-se na valoracao reportada pelos jogadores, nao é imple-
mentédvel. Isto porque a revelacao da verdadeira valoracao por parte dos jogadores nao ¢ uma
sinalizacao crivel, pois, sempre que o valor do bem for maior que o preco de reserva, serd
interessante para o jogador sinalizar que sua valoracao é a maior possivel.

Assim, apresentemos um mecanismo de sinalizacao que se mostrara crivel e possibili-
tard ganhos de coordenacao entre os jogadores.

Cada jogador envia duas mensagens para o oponente:

e Sua ordenacao de preferéncias dos préximos bens que serao (possivelmente) leiloados.

Esta ordenacio ¢ dada pela seguinte funcio: pos (6): [0,1]™ — {1,,...,m}, que indica
a posicao do bem k na ordenagao do jogador i dentre os bens leiloados no estdgio. Quanto
menor a ordenacao, mais preferido é o bem.

Note que, diferentemente do caso da valoracao, a possibilidade de empate nas ordenagoes
é significativa. Considere, por exemplo, o caso de dois bens a serem leiloados: k e k — (—1)F,
pois temos que comparar o bem vendido no periodo impar com o bem vendido no periodo par
subsequente. Neste caso, temos como possiveis empates:

a) pos (9?) = pos (9’;) =1 e pos (Qf_(_l)k) = pos (QE(_DK) =2 ou;
b) pos (9?7(71%) = pos (912(71)k) =1le pos (9?) = pos (951) =2

onde Hf ¢é a valoracao do agente i pelo bem k.

e Um sinal que indica se sua valoracao estd acima ou abaixo do preco de reserva estabele-
cido pelo leiloeiro.
2°) Fase de leildo: Os jogadores fazem seus lances de acordo com a seguinte estratégia:

a) Considere o leilao do bem k. Suponhamos que pelo menos dois jogadores tém valoragao
acima de bo*. Se pos (#F) < pos (8*,), ¥V — i, o jogador i deve dar um lance de b = by ,

4Caso s6 um deles tenha valoragdo acima de bg, ndo importando a ordenacio enviada, o jogador que tiver
a maior valoracgao ird dar um lance igual a bg e vencerd o leilao.

6



enquanto seus oponentes deve dar um lance b < by. Se pos (0¥) = pos (92g ) < pos (9’1 i j) ,
ambos os jogadores fazem ofertas de b = by e deixam que o leiloeiro escolha o vencedor,
enquanto os demais jogadores fazem ofertas de b < by, e assim sucessivamente;

b) Se houver desvio por parte de algum dos jogadores, todos devem passar a fase de
concorréncia deste perfodo em diante.

Vejamos agora que esta estratégia tem um sistema de comunicacao revelador da verdade
e produz ganhos sobre o equilibrio competitivo. Primeiramente, vejamos a questao a respeito
do sistema de comunicacao.

Com relagao a mensagens sobre a valoragao estar acima ou abaixo do preco de reserva,
nao hé incentivo a mentir, pois a principio nao alterarda o comportamento dos oponentes no
caso em que a valoracao do agente for maior que by, enquanto no caso em que a valoracao for
menor que by, o agente nao terd nenhum beneficio em mentir. Analisemos agora a questao de
ordenacoes falsas. Primeiramente, observemos o caso em que temos dois jogadores e dois bens

Proposicdo 2.1: No caso de dois jogadores e dois periodos no jogo estagio, nao é étimo
para o jogador i enviar ordenagoes falsas para o outro participante do conluio.

k
Prova: Considere que o jogador i tem a sequinte ordenag¢ao: pos (Qf) < pos <9f_(_1) ) . Se
k—(—1)K

ele enviar ao seu oponente uma ordenacdo na qual pos <91 ) < pos (9?), temos que

ele reduz a possibilidade de ganhar o bem k - pois se o jogador —i ordenar pos (Qliz) <
Kk

POS <9]:(_1) >, pelas regras do conluio o jogador —i deve vencer o leildo do bem k, e aumenta

a probabilidade de ganhar o bem k — (—1)k, que nao lhe é tao desejado. Dada a simetria em

termos ex ante dos jogadores, estas variagoes devem ter a mesma probabilidade, gerando uma

perda em termos do retorno esperado. ¥

Pesendorfer mostra que neste caso o equilibrio do jogo de comunicacao é tinico. No caso de
mais de dois jogadores e/ou mais de 2 perfodos no jogo estdgio, podemos ter multiplicidade de
equilibrios. No entanto, consideraremos sempre o caso do equilibrio em que todos os jogadores
dizem a verdade.

Passemos agora a questao dos ganhos com o conluio, de modo a mostrar que este é um
equilibrio. Primeiramente, vamos considerar o lucro esperado por parte do jogador i na es-
tratégia de conluio. Note que, além de ganhar o bem sempre que a valoracao dos oponentes
for menor que by, enquanto a sua é maior que by, o jogador ¢ possui as seguintes possibilidades
de vitéria do leilao do bem k:

1) A posicao da valoracao do bem k para o agente ¢ € menor que a posicao da valoracao
dos demais agentes e sua valoracao é maior que bg: o agente i ird ganhar o leilao pagando o
preco de reserva e seu ganho esperado serd F [Gf — bo] ;

2) A posigao da valoracao do bem k para o agente i é igual a posicao da valoragao de
algum(ns) outro(s) agente(s) - sendo menor que a posi¢ao dos demais - e sua valoragao é maior
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que bg: o agente ¢ ird ganhar o leilao com probabilidade %, onde j é o nimero de agentes que

empataram com ¢ na ordenacao do bem k, sendo seu ganho esperado de % E [Qf — bo}.

Para o caso de dois jogadores e dois bens a expressao fica:

14+2F (bo) +F (bo)?
4

/ (0-to) £ (0) a0 + L) / (0-b0) F(0) 1 (0) b

0 bo

Por simplificidade, consideremos o caso em que by = 0. Com isso, temos:

- 1 1
; s {EE(QF (0)) + ZE(e)}. (1)

A partir da expressao (1), vejamos as condigbes para as quais o ganho da estratégia de
conluio é maior que o de concorréncia entre os jogadores. Para que o ganho ex ante de conluio
seja maior devemos ter:

i 8" {%E(@F (6)) + %E(@)} > i 8" Eg {/OQF(X)dX} : (2)

Fazendo os devidos célculos (vide apéndice), obtemos a seguinte expressao:

E(6F () < 2E(0). (3)

Este resultado indica que, para que haja conluio, a distribuicao nao pode estar concentrada
préoxima do 0. A intuicao disto vem do fato que, quando as valoracoes sao muito baixas e
estao muito proximas umas das outras, os ganhos do conluio em reduzir o preco pago pelo
vencedor sao minimizados, pois o valor esperado da segunda maior valoragao, que é o valor
pago pelo vencedor no caso de concorréncia, serd muito proximo de zero. Por outro lado, a
perda de eficiéncia do conluio se mantém, devido ao fato do jogador ter a possibilidade de
perder o bem no caso que tiver a maior valoragao (por exemplo, no caso em que ha empate
nas ordenagoes), enquanto a concorréncia entre os jogadores gera um resultado eficiente, o
qual, conseqiientemente, gera uma maior receita. Como a probabilidade ex ante de ganhar
um bem ¢é igual a % em qualquer um dos casos, a concorréncia entre os jogadores passa a ser
preferivel, pois gera uma receita esperada maior.

No entanto, este nao é o unico problema a ser solucionado em um cartel. Além de ser
interessante ao jogador entrar no cartel, é preciso que nao existam incentivos para que ele
rompa com o acordo estabelecido entre seus membros. Portanto, devemos mostrar que a
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estratégia de conluio é um equilibrio perfeito em subjogos do superjogo. Para tanto, segundo
Fudenberg & Tirole (1991)°, isto pode ser garantido se comprovarmos que nao serd interessante
para nenhum jogador desviar em um estagio arbitrdrio do jogo (conhecido como Principio de
um desvio). Portanto, consideremos o caso do jogador com maior incentivo a desvio no jogo
estagio, ou seja, o jogador que perde o leilao do primeiro periodo e ganha o leilao do segundo
periodo. Neste caso, o principio de um desvio fica:

0+ 6(6}) + %1 5_2 - {E (OF(0)) + 1E(@)] >

5 >
(09 — &) + % UOlF(e)de — /OlF(H)ZdH} . (4)

Como ¢ pode ser arbitrariamente pequeno, tomaremos ¢ — 0, de modo que omitiremos
este pardmetro. Considere, a principio, que ¢ (911) = 9? (ou seja, considere que o jogador tem o
mesmo ganho esperando e vencendo o leilao de amanha ou desviando hoje). Com isso, temos:

L Bl —/jF(@Zd@)} S 5(1—E[9]—/01F<9>2d9)- 5)

ou ainda,

1(1-E0] - [y F(6)2a0)
(1 — [FF(0)2d0 +E(9))'

6 >

(6)

Vamos definir 6 como o valor minimo de é que consegue sustentar o conluio. Temos
entao o seguinte resultado:

Proposicéo 2.3: Se F (6) domina estocasticamente em 2*ordem F, (0), temos que 61 <
5.

Prova: Apéndice.

O resultado acima dd uma intuicao a respeito de como se comporta o incentivo a desvio a
medida que alteramos a variancia da distribui¢ao. Ou seja, quanto menor a variancia (menor
a incerteza com respeito a minha valoragao quanto aos bens a serem leiloados no futuro, bem
como a valoragao dos demais jogadores), mais facil a manutengao do conluio.

A simplificacao utilizada de §(6}) = 69 nao é fundamental para o resultado acima. Isto é
evidenciado pelo seguinte resultado.
Seja 60 = 6 (9*) + Af. Com isso, temos:

)

>Teorema 4.2, pag.110



Lema 2.4: a)ag—(zmgo,seo<6<leA020.

Definindo u = fog F (#)* df, temos:

b)@§0,360<6<16A920.
ou

Prova: Apéndice.

Vamos agora verificar que a introdugao do sistema de comunicagao gera ganhos sobre o
mecanismo de lances apresentado por McAfee & McMillan (1992).

Proposicdo 2.5: No caso de dois jogadores e dois bens, a introdugio de um mecanismo
de comunicacao do tipo ordenacao associado a rotagao de lances leva a ganhos de receita sobre

um mecanismo no qual todos os jogadores apresentam lances idénticos ©.

Prova: Apeéndice.

Passemos agora a ambiguidade dos resultados apresentados por Aoyagi(2002). Para tanto,
vamos fazer algumas definicoes seguindo o esquema proposto por este autor.

A principio, considere o caso de um esquema de conluio eficiente, ignorando as questoes de
compatibilidade de incentivo. Neste caso, o lucro esperado por contrato, para o caso de dois
jogadores, seré:

g*:/b (0~ bo) F(0) £ (6) do

0

Agora, vamos definir g como o ganho do jogador que sempre ganha o conluio quando sua
valoracao é maior que bg, ou seja:

EZ#([)O)/I) (0 —bo) f (0)do

Por fim, seja g o ganho do jogador que ganha apenas quando seu oponente tem valoragao
abaixo do preco de reserva:

e i ROEGL

0

6Pode-se também falar em ganhos de bem-estar social, pois o leiloeiro obtém a mesma receita, enquanto os
participantes obtém ganhos.
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Dado que o lucro conjunto 6timo seria dado por 2¢g*, Aoyagi(2002) mostra que:

2" >g + g

Proposicao 2.6: Nao podemos afirmar que o esquema de rotagao de lances dindmico pro-
posto por Aoyagi (2002) é superior ao esquema de rotagdo de lances estdtico com comunica¢do
sem custo que apresentamos:

Prova: Apéndice.

Uma boa forma de mostrar isto é apresentar um exemplo em que o esquema de conluio
que apresentamos pode ser superior ao de Aoyagi(2002). Consideremos entao o caso em que
m=4en=2eby=0. Com isso, temos que:

Lucro por contrato
g*

= 10,9375

Enquanto no caso de Aoyagi, temos:

Aoman
OVE9T — 0,8860

Vamos agora a questao referente ao trade off eficiéncia assintética do aumento do sistema
de comunicacao (m — oo) frente a elevacdo da taxa de paciéncia necessdria para sustentar o
conluio.

Pelo trabalho de Pesendorfer (2000) sabemos que, para by = 0, m — oo = retorno — g*.
Com isso, temos a principio um resultado de eficiéncia assintética.

Contudo, este resultado nada diz a respeito do incentivo a desvio dos jogadores. Ao
avaliarmos o principio de desvio, consideremos o caso de dois jogadores em que um dos agentes
tem a ordenacao igual ao descolamento da ordenacao do oponente, ou seja, 0 caso em que um
jogador tem uma distribuicao dada por (a,b,c,d...,m) e seu oponete tem uma ordenacao de
(b,¢,d,...,m,a) onde a é o bem vendido no quarto periodo e b é vendido no primeiro periodo.
O jogador com ordenagao (a, b, ¢, d...,m) ndo ird desviar se:

_ G- 1)

m
S mz
-G

eF( "”1— O]

6777/
m—1
0™ (a) + 15

N =

fO (i— 1)'(m i)l
> b+ % UlF(e)de — /O F(Q)Zde}
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Como quando m — oo o termo entre colchetes do lado direito tende a g* < oo e
0™ — 0, temos que o lado direito da expressao vai a zero, de modo que hé necessariamente o
desvio. Logo, a eficiéncia assintética é acompanhada de um aumento do incentivo a desvio.

Para exemplificarmos esta questao, passemos ao caso em que as valoragoes tem dis-
tribuigao U [0, 1].

2.2 Caso da distribuicao Uniforme

Inicialmente, consideremos o caso em que m = 2 e n = 2. Resolvendo para o caso em que os
¢'s tém distribuigao U [0 , 1] obtemos a seguinte expressao para o lucro esperado’:

1 (7—10by + 2b3 + b}
1-6 24 '

Vamos tratar da questao do incentivo a desvio dos jogadores. No caso do jogador que
perde o leilao em t = 0, temos que nao haverd incentivo a desvio se:

1_
0 + 6(6; bo)—l-l_(S oY

) 205 — 3b3 + 1
> -]+ o {HE @

8 {7—10b0+2bg+bg}

Para avaliar de forma mais palatdvel a questao do incentivo a desvio, consideraremos
que o preco de reserva é by = 0. Com isso, para um jogador com a maior pos (90), temos que:

62 7 B
1 2 ) > 60 -
0 + 66> + 1__(5(24) > ¢ +—6<1 —3

Sabemos que 9% > 9?, pois o agente elencou dessa forma e esta ordenagao é crivel.
No entanto, nao temos como afirmar nada a respeito de 6(«9%) e «9?, pois nao conhecemos 0,
sabendo apenas que § € (0, 1). Mas, a titulo de obtermos o resultado mais forte, tomemos
0 («921) =0e 9? = 1, o que seria impossivel - dadas hipéteses, mas nos daria um supremo nas
restricoes sobre o §. Neste caso, terfamos 6 ~ 0, 91.

Por fim, para termos uma visao de como a variagao de 9% e 9? afeta 6 , temos o seguinte
gréfico, calculado para 10000 valores de 9? e 9%:

"Parte dos célculos estdo no apéndice
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O formato do gréfico deve-se, principalmente ao fato de que 9} > 9?, de modo que o
grafico acumula-se préximo aos valores mais altos de 9}, enquanto se afasta dos valores mais
altos de 9? (dado que, para 9? = 1, necessariamente 9} =1).

Considerando Af = 6} — 69, temos:
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Este resultado mostra que a introducao das valoracoes dos bens dos leiloes do jogo estdgio
alteram o valor do 6 minimo necessario para o estabelecimento do conluio, mas nao eliminam
a possibilidade do mesmo. Como era de se esperar, quanto menor Af (maior o ganho possivel
no desvio), maior o 6 necessério.

Passemos agora o caso em que temos m =4 en = 2 e by = 0. Neste caso o lucro esperado
fica:

< (6B (6F (6)) + E(6))

Para o caso uniforme, observamos que este lucro é superior ao caso anterior. Passemos
agora para a questao do desvio. Considerando mesmo caso apresentado anteriormente, no qual

a b
. - c ) .
temos os agentes com as seguintes ordenacoes: clelal onde a é o bem vendido no
d a

quarto periodo e b é vendido no primeiro perfodo. Com isso, o principio de desvio fica:

§* (15 — 48a) + 6°48a + 6 (48— 8) — 48b >0

Graficamente, obtemos o seguinte resultado:

Delta minimo (Caso de 4 bens)

.
081 % & T g0 Qe &“3 409 oy
‘g’o,‘:g‘ ‘:“: oo ‘:9’ s S e
0.7 -

0.6 -

0.5 4

Delta

0.4 -

0.3 -

0.2 4

0.1

a-b

Obviamente, observamos uma elevagao do valor minimo necessério para a sustentagao
do conluio em qualquer nivel de diferenca entre os valores das condicgoes iniciais.

Passemos agora a questao do comportamento do leiloeiro para avaliarmos como este
pode quebrar o conluio entre os participantes.
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3 Comportamento do leiloeiro

Vejamos agora como o leiloeiro pode atuar no sentido de reduzir a possibilidade de conluio.
A principio, podemos destacar os seguintes instrumentos: aumento do nimero de jogadores,
rigidez no cronograma, preco de reserva, mudanca na regra de desempate.

3.1 Aumento do niumero de jogadores

Como poderiamos esperar o aumento do nimero de jogadores leva a reducao do lucro dos
participantes do conluio. Tomando by = 0 e m = 2, sabemos que o lucro de um participante
do conluio é dado por:

Obviamente, quando n — 00, a expressao acima vai a zero, de modo que o lucro de
permanecer em conluio vai a zero. Assim, o leiloeiro conseguiria extrair todos os ganhos dos
jogadores, estando estes cartelizados ou nao.

3.2 Rigidez no cronograma

Esta seria uma forma eficaz de evitar um conluio, pois tornaria o superjogo finito, de modo que
nao existiria um sistema de punigao - por inducao retroativa, o tinico equilibrio do jogo seria
o equilibrio estdtico repetido em cada estdgio do jogo, ou seja, o equilibrio competitivo. No
entanto, esta possibilidade pode nao estar disponivel para o leiloeiro. Por exemplo, se houver
outros leiloeiros e estes nao tiverem como se coordenar, ressurge o problema da possibilidade
dos participantes observarem uma corrente infinita de leiloes e retornarem ao esquema de
conluio.

3.3 Elevacao do preco de reserva

Para utilizar o prego de reserva anunciado como um instrumento de politica, temos que mod-
ificar o modelo de forma que o leiloeiro tenha sua valoragao como uma informagao privada.
Assim, terfamos b* como o valor que o leiloeiro atribui ao bem a ser vendido e by como o
preco de reserva anunciado. Destacamos que consideraremos o preco de reserva anunciado by
tendo um comprometimento crivel, de modo que nao ha possibilidade de barganha entre os
participantes do leilao que deram lances abaixo de by e o leiloeiro.

Devemos ressaltar que os resultados desta subsecao serao extraidos do caso em que a
distribuigao dos tipos ¢ U [0, 1] .
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A principio, uma das formas de reduzir a possibilidade de conluio seria aumentar o prego
de reserva, de modo que o ganho dos participantes em permanecer no conluio se reduz, au-
mentando o incentivo a desvio. A partir da equagao (7), calculamos o § limite do conluio®.
Considerando a principio ¢ (911 —bo) = («9? — bo), obtemos os seguintes valores de & (bo) :

Note que o valor de § cresce com bg. No entanto, a introducao das condigoes iniciais (9?
e 93), poderiam alterar os resultados. Os exemplos para o caso by = 0.4 e by = 0.8 estao no
apéndice e indicam que o resultado se mantém, no entanto, por meio de processos numéricos,

obtemos as seguintes derivadas:

i)
Obo
o
960
i
26T

ambigua
> 0;

<0

Ou seja, o efeito de alteragoes do preco de reserva na possibilidade de conluio é ambiguo.
Outro ponto a se destacar é que 9? e 9% tem impacto na possibilidade de sustentacao ou nao
do conluio, mas sao desconhecidos pelo leiloeiro, de modo que tentativas de utilizar o preco
de reserva como instrumento de quebra de conluio nao tem um efeito previsivel.

No entanto, o preco de reserva pode ser um instrumento para maximizar a receita esperada
do leiloeiro. Vamos agora abordar esta questao no caso geral.

80 valor de § que satisfaz a relacdo com igualdade, acima do qual hé conluio
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3.3.1 Maximizacédo do leiloeiro

Vejamos agora o problema de maximizacao do leiloeiro. Vamos supor que o valor do ¢ é de
conhecimento comum e que o leiloeiro estd comprometido em manter o mecanismo de leilao
acordado. Com isso, o problema de maximizacao do leiloeiro é:

Max{ (5 <8 {g+2ff( ~ 52— 0) F(0)§ 0) o} + } N
bo (560 {b* bo— ’U) [I—F(bo)}}

onde as fungoes indicadores servem para avaliar os possiveis casos em que a quebra do
conluio é ou nao bem sucedida e 6 (bg) é o valor minimo necessério de ¢ para a manutengao
do conluio, o qual, como j& vimos, depende do preco de reserva.

Com isso, a expressao de variacao de receita Concorréncia-Conluio, para um dado by, seré:

ATT, — {2/5(9—%—19*)1?(9)]0(9)619} _

(bo — %) [1 — F (bo)°] -

Lema 3.3: Al >0, Vb €10,6)].
Prova: Apéndice

Lema 3.4:
a) A valoracao do leiloeiro nao afeta a distdncia entre a receita em concorréncia e a receita
em conluio. Em ambos os casos, o efeito é positivo e crescente em bg.

b) Aumentos em by reduzem AIlI.
Prova: Apeéndice.

Logo, para um dado preco de reserva by, seria vantajoso implementar concorréncia sempre
que esta fosse possivel. No entanto, os valores de by que maximizam os lucros em concorréncia
e em conluio, como podemos ver pelos lemas 3.1 e 3.2 sdo distintos, sendo b§enwie > pgoneorrencia,
No entanto, como o impacto do prego de reserva na quebra do conluio é ambigua, nao ha uma
regra de decisao 6tima sobre qual o valor de by que o leiloeiro deve estabelecer para maximizar
seus lucros.
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3.4 Mudanca na regra de desempate

Um mecanismo que o leiloeiro pode utilizar para tentar reduzir a possibilidade de conluio entre
os participantes é alterar a forma de alocacao do bem no caso de empate nas ofertas, o que
até entao foi feito por meio de um sorteio entre os agentes.

As possibilidades de criagao de regras arbitrarias no caso de empate sao infinitas e abarcam
inclusive a possibilidade de criacao de mecanismos hibridos de leilao, como ocorreu no caso
da maioria dos leiloes de privatizagao no Brasil, nos quais havia um novo leilao, no caso um
leilao ascendente do tipo inglés, entre o vencedor do leilao de primeiro preco e os perdedores
cujos lances fossem menos que X % menores que este’.

O que vamos fazer nesta secao é mostrar que a forma de alocacao dos bens entre os par-
ticipantes do cartel pode ser internalizada na regra de conluio sem causar grandes problemas
a sustentabilidade do cartel e possibilitando que os ganhos do conluio sejam mantidos, in-
dependentemente da regra estabelecida pelo leiloeiro. Neste trabalho, iremos tentar manter
o esquema de conluio apresentado, sem considerar as possibilidades adicionais geradas pela
introducao da regra de desempate!".

Comecemos considerando o caso em que hé dois potenciais compradores e dois bens a serem
leiloados durante o jogo estdgio. Tomemos como ¢ = 1,2, 3, ... a numeragao do estdgio em vigor
(lembrando que cada estagio possui dois leildes). A partir disto, alteremos marginalmente o
esquema de conluio da seguinte forma:

1°) Fase de comunicacdo: Cada jogador envia uma mensagem sobre sua ordenag¢do
de preferéncias dos préximos bens que serao (possivelmente) leiloados e recebe, de forma
simultdnea, a mensagem do outro jogador, atualizando suas crengas a respeito da ordenacao
deste. Além disso, o jogador que tiver valoracao abaixo do prego de reserva para algum dos
bens deve enviar uma mensagem indicando que nao participard do leilao deste bem.

2°)Fase de leildo: Os jogadores fazem seus lances de acordo com a seguinte estratégia:

a) Considere o leilao do bem k: Consideremos que ambos jogadores tem valoragao acima
de by. Se pos (0F) < pos (0%,), o jogador i deve dar um lance de b = by , enquanto seu
oponente deve dar um lance b < by, e vice-versa. Se pos (A¥) = pos (8*,) e estivermos
em um estagio ¢ impar, o jogador i deve dar um lance b = b, e seu oponente um
lance b < by caso o bem k for o de menor ordenacdo. Se o bem k tiver a maior
ordenacdo, os papéis dos jogadores serdo invertidos. No caso de ¢ par, o raciocinio
€ simétrico, com a inversao dos papéis dos jogadores (i da o lance no bem de maior

ordenacado, enquanto —:; d4 o lance no bem de menor ordenacéo).

b) Se houver desvio por parte de algum dos jogadores, ambos devem passar a fase de
concorréncia deste perfodo em diante.

9Este X variou de caso para caso, tomando valores entre 5 e 20%.
10Por exemplo, a utilizacio de um leildao do tipo inglés como instrumento de alocacio de recursos pode gerar
uma possibilidade adicional de ganhos em conluio que nao iremos tratar aqui.
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Observe que a expressao do lucro ex ante dos participantes do conluio nao se altera, pois

P (q impar) = P (q par) = = , de modo que h& correspondéncia com o caso de randomizagao

por parte do leiloeiro é perfeita, e os resultados que retiramos sobre condigoes para viabilidade
do conluio continuam valendo. Com relagao ao principio de desvio, a tinica alteracao necesséaria
¢ que nao mais teremos que 9% > 9?, podendo ser possivel o caso em que «9% < «9? 1 ¢ ainda
que 69 < by.

Portanto, embora a endogenizacao do mecanismo de alocacao no caso de empate leve a
uma elevacao do 6 minimo necessdrio para sustentacao do conluio nos casos mais extremos,
resultado este ja observado por Johnson & Robert (1999)!2. No entanto, ela nao compromete
a viabilidade do préprio conluio na maioria dos casos.

A introducao de novos jogadores nao altera a filosofia da endogeinizacao apresentada.
Podemos continuar considerando o nimero do estdgio ¢ como uma regra de decisao no caso
de empate nas ordenacao. Por exemplo, no caso de 3 jogadores. Podemos considerar que se
qg=1,4,7,..., o jogador 1 deve ganhar o bem de menor ordenacao e o jogador 3 deve ganhar o
bem de maior ordenacao. Se ¢ = 2,5, 8, ... 0 jogador 2 deve ganhar o bem de menor ordenacao
e o jogador 1 o bem de maior ordenacao. Por fim; se ¢ = 3,6,9, ..., o jogador 3 deve ganhar
o bem de menor ordenacao e o jogador 2 o bem de maior ordenacao. Note que novamente o
lucro ex ante nao sofrerd alteracoes, enquanto a regra de desvio sofrerd as mesmas alteracoes
do caso de 2 jogadores.

4 Conclusoes

Este trabalho apresenta um modelo de conluio em leiloes de primeiro preco repetidos no
qual os agentes enviam mensagens sem custo sobre sua ordenacgao de preferéncias e sobre seu
interesse em participar ou nao do leilao. Neste ambiente, mostramos que o lucro esperado dos
participantes do conluio é superior ao lucro obtido no caso de um conluio estdtico tacito. Além
disso, mostramos que a superioridade de um modelo de conluio dindAmico argumentada por
Aoyagi (2002) nao se sustenta, o que implica que os ganhos do modelo apresentado por Aoyagi
sobre o lucro esperado do modelo de McAfee & McMillan (1992) decorrem principalmente
devido a introduc¢ao de um mecanismo de comunicagao.

Com relagao ao resultado de eficiéncia assintética do conluio por meio do refinamento
do mecanismo de comunicagao apresentado por Pesendorfer (2000), observamos que a mode-
lagem do jogo repetido pode levar a um trade off entre eficiéncia e possibilidade de conluio,
pois hd uma elevagao da taxa de paciéncia necessdria para a sustentagao do conluio a medida
que aumentamos o nimero de bens ordenados em uma mesma mensagem.

Quanto ao comportamento do leiloeiro, confirmamos os resultados de Johnson &
Robert (1999) com relagao a ambiguidade do prego de reserva como instrumento para quebra
do conluio, bem como quanto a superioridade de regras de desempate ex ante frente a regras
ex post.

Por exemplo, no caso em que ocorre um empate em um periodo par e o bem de maior ordenacao é o do
20. leilao.

12Este trabalho mostra que os participantes de um conluio sempre irdo preferir uma regra de desempate ex
post a uma regra ex ante.
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Os melhores instrumentos para redugao dos ganhos do conluio e/ou quebra de conluio

sao o aumento do nimero de jogadores e rigidez no cronograma, embora estes instrumentos
podem nao estar a disposicao do leiloeiro.

References
[1] Aoyagi, Masaki - “Bid Rotation and Collusion in Repeated Auctions” - mimeo, (2002)
[2] Campbell, C. M. - “Coordination in Auctions with entry” - Journal of Economic Theory
82, 425-540 (1998)
[3] Cramton, Peter & Schwartz, Jesse A. - “Collusive Bidding: Lessons from the FCC Spec-
trum Auctions” -Journal of Regulatory Economics, 17, 229-252; (2000)
[4] Fudenberg, D. & Tirole, Jean - Game Theory - MIT Press, (1991)
[5] Guidorizzi, Hamilton Luiz - Um Curso de Célculo - Vol. 1, 2a. Ed. - LTC Editora, (1995)
[6] Klemperer, Paul - “What Really Matters in Auction Design” - mimeo, (2000)
[7] Johnson, Paul & Robert, Jacques - “Collusion in a model of repeated auctions” - CAHIER
0799 working paper, (1999)
[8] Levin, Jonathan - “Lecture Notes: Auction Theory” - mimeo, (2002)
[9] Lima, Elon L. - Curso de Anélise - Vol. 1 - 10a. edigao - Projeto Euclides - IMPA , (2000)
[10] Maskin, Eric & Riley, John - “Existence and Uniqueness of Equilibrium in Sealed High
Bid Auctions” - UCLA working paper no. 407, (1986)
[11] Matthews, Steven - “A Technical Primer on Auction Theory I: Independent Private Val-
ues” - Discussion Paper n°1096 - Northwestern University, (1995)
[12] McAfee, R. P. & McMillan, J. - “Bidding Rings” - American Economic Review, 82, 579-99,
(1992)
[13] McAfee, R. P. & McMillan, J. - “Game Theory and Competition” - University of Texas
Working Paper, (1998)
[14] Meyer, Paul - Probabilidade: Aplicagoes a Estatistica - LTC Editora, (1978)
[15] Milgrom, Paul - “Auction Theory” in: Truman F. Bewley (ed.), Advances in Economic
Theory, Fifth World Congress. Cambrigde: Cambrigde University Press, (1987)
[16] Pesendorfer, Martin - “A Study of Collusion in First-Price Auctions” - Review of Eco-
nomic Studies, 67, (2000);
[17] Riley, John & Samuelson, William - “Optimal Auctions” - UCLA working paper no. 152,
(1979)
18] Robinson, M. S. - “Collusion and the Choice of Auction”- Rand Journal of Economics,
[

Vol. 16, No. 1, (1985)

20



[19] Schmidt, Klaus M. & Schnitzer, Monika - “Methods of Privatization: Auctions, Bargain-
ing and Give-Aways” -mimeo, (1996)

[20] Skrzypacz, A. & Hopenhayn, H. - “Bidding Rings in Repeated Auctions”- RCER working
paper no. 463, (1999)

5 Apéndice

Solucado da receita do agente utilizando estatisticas de Ordem

Inicialmente, consideremos by = 0.

Férmula de valor esperado para o caso do bem ser ordenado em ™ lugar na ordenacao
de m bens:

! m! - -
/o(i—l)!(m—i)!eF(e) (L= F (@) f(0)do

Probabilidade do vencedor ter ordenado o bem na, "™ posicao é:

n = nimero de jogadores.

O valor esperado por contrato é dado por:

Como a probabilidade de cada jogador obter um contrato, ex ante é %, temos que o retorno
esperado de um jogador por contrato sera:
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Para o caso de dois jogadores, temos:

i [(1 L 3 1))2 - (1 - 5)] x / = 1)!2!(2 —F O L F O £ (8)df

(RE (6F (8)))) + ~

1RIE(6) ~ BOF (6)]) = 5B (6) + E(OF (9)

=1 w

Como a probabilidade de cada jogador obter um contrato, ex ante é %, temos que o retorno
esperado de um jogador por contrato sera:

%E@F%@)+—iE@)

Consideremos agora que by > 0, ainda no caso de dois jogadores. Neste caso, temos:

Valor esperado da valoragao do bem ordenado em lo. lugar:

L2 OF (0) F(6) ,
/,,0 0111 1 — F (by)? 40 =
(

Et%%ﬁﬁljmvmfwme

Valor esperado da valoragao do bem ordenado em 2o. lugar:

/1 2! (9—bo)F(9)°[1—F(9)]1f(9)d9:2/1<9_b)[1—F(9)]1f(9)d9
b, 110! [1—F (b)) bo "= F (b))

No entanto, agora as probabilidades com relagao & ordenagao do bem para o vencedor se
alteram, pois haverd casos em que ninguém ganhard o bem. A probabilidade do bem que vale
a pena ser comprado ser ordenado em lo. lugar passa a ser:

P (outro bem < by) x 1 + P (outro bem > bg) x P (bem a ser vendido > outro bem) =

= Foo) x 1+ (1- F (o)) x 5

Com isso, temos que a probabilidade do vencedor ter ordenado o bem em lo. lugar
sera:
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1—F(b0))2

1 — P (todos tenham ordenadoobem em 2o.lugar) = 1 — ( 5

Assim, o valor esperado por contrato, para cada agente, é dado por:

Pl - F o) [ {2

(1 — F (bo))? [1 — (1_Ff)°))2] [1—F2(bo)2] fbf) (60 —bo) F (0) f(0)do+
2 (1—1;«}130))2 [lsz(bO)]z fbt (6 — bo) [1 — F(Q)]lf(e) do

F(0)do +

b (1= F (b)) 3”’1“’33(,,?%’ fbo F(0)f(0)do+ |
F(bO)/bo(e OB+ [ AR 1—F(9>]f(9)d9 )

142F (bo) +F (bo)?
4

n %@0)/ (0—bo) F (0) f (6) db

bo

1
/ (0—to) £ (8) d6

bo

Considerando apenas o incentivo a entrar em conluio (sem levar em conta o incentivo a
desvio), temos o seguinte problema:

249 + E(0)

g;&k{ %{ _+;if;()9)zd9} } . §6k{1—E[9] _/OlF(Q)ZdQ} -
R )

(-

/1F(9)2d9 ——/1F(0)2d9 +LE[] +~E@©) > Z
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Lema 2.2: Se F (0) domina estocasticamente em 2*ordem F, (0), temos que vale a sequinte
eTpressao:

/gFl (0)>do > /ng (6)*d6.

0 0

Prova : A expressao acima pode ser reescrita como:

9
/ Fi (0)° — F» (0)*d6 > 0.
0
Rearranjando o lado direito, obtemos:

/0 (F1(8) + F» () (F1(0) — F» (6)) db Lp.

(F1(0) + F (0)) / (Fy () — Fs (2)) darf] — / [<f1<e>+fz<e>> / (1 () — P (2)) dar| db.

Pela domindncia de 2*ordem, temos que:

/O (Fy (z) — Fy () d = 0.

0
/ (Fi(z) — Fy(2))dz <0 V0.
0
Com isso, lembrando que f () > 0, temos:

/0 (Fy(0) + F> (0)) (Fy (6) — F» (6)) d = — / [(fl 6) + 1> (9)) / (Fy (¢) — Fy (2)) dz| d8 > 0.

¥

Prova da Proposicéo 2.3:
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Pela expressio de 6, obtemos:

a6 —8E (0)

<0.

0 |Jy F (6 o] (1 = Jo Fopas + E() )

Portanto, pelo Lema 2.2, temos que 6, < 6, ¥
Caso de 6(6}) < 6°.
Prova do Lema 2.4:

a) Pelo principio de desvio, temos que:

52{2 <1 + E16] —/OlF(Q)ZdQ)} +6(—1+E[9]+/01F(9)2d9+A9) — A0 > 0.

Tomando o valor de fronteira 6, temos a expressao

(1 1 3 1
52{1 (1 + E[0] —/ F(9)2d9>} +6 (—1+E[9] +/ F(9)2d9+A9> — A= 0 (a)
0 0
Inicialmente, consideremos A6 = 0.Com isso, obtemos a sequinte expressao:

4 (1 B[] - folp(e)Zde)
(1 — [ F(0)2dp +E(9))'

g:

85 -8+ 8[ F(0)*do

> <0.
O (6) (1+B0) - J; F (o) 0)

Com isso, pelo Teorema da funcdo implicita, devemos obter o mesmo sinal, ou seja:




Como o numerador da expressao acima é sempre positivo , temos que o denominador serd
positivo também. A partir deste resultado, sabendo que a expressao para A6 # 0 fica:

9% (5 +3)
(1 L E(0) - folF(G)ZdH) + (1 —E0)+ [} F(0)*do + Ae) '

N>

Temos que % <0, VAO > 0¥

b) Como no item a, inicialmente consideremos Af = 0.Com isso, obtemos a sequinte
eTpressao:

5 _ 4(1-FE[0] —u)
(1 - u+EW®))
95 —8E ()

ou (1 —u+E®))

Com isso, pelo Teorema da fungdo implicita a partir de (a), devemos obter o mesmo sinal,
ou seja:

9 (_§+5> <0
o TA+E®G) -wtr(1-E@) tu

Como o numerador da expressio acima é sempre positivo (pois 0 < 6 < 1) , temos que
o denominador serd positivo também. A partir deste resultado, sabendo que a expressao para

Af £ 0 fica:

Ou  Z(1+E(@B) —u)+(1—E(6)+utAd)

N ]

Temos que g—i <0, VAO > 0 ¥

Prova da Proposicédo 2.5: A partir do mecanismo de lances idénticos apresentado por
McAfee&SMcMillan (1992), obtemos o sequinte lucro agregado:
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%(b")/lu—p(e))dez {%(bﬂ {(1—1)0) —/1F(9)d9}

bo bo

M&M =

A introducao do mecanismo de comunicacao leva ao seguinte lucro esperado:

[%(bo)r{(l—bo)—/b:]?(e)d@} +%@°){(1—b0) —/bOlF(Q)ZdQ}:
{%(bo)} M&M+%<b°){(1—bo) —/1F(9)2d0}

bo

1—F (bo)?

: [(1 o) — /b:F () de]

Note que A(0) >0e A(1) =0. Como:

+M{(1_bo) _/lF(Q)dQ} +

bo

1—F (b)*

{1 - F (b))

bo bO

= (:o) { /b: [1—F(6)] {gF(bo) —v[1+F(9)l} de} <0

<0

g—bAO:_ f(j“’){u—bo) —/lF(G)Zdﬁ} +M{(1—bo) —/lF(H)dH}:
J

Temos que A (b) é positivo e decrescente.¥

Prova da Proposicdo 2.6: A relacao apresentada por Aoyagi (2002) como limite infe-
rior do payoff esperado ez ante do participante do conluio'®, transcrita para a notacdo que
utilizamos é dada por:

Bpagina 13.

27



No caso que estudamos, com dois jogadores e dois bens, temos:

s 1 1 E(0)

Pelas condigoes acima, podemos afirmar que u® > L, de modo que nao ha como
relacionar u? a u*¥

Questado da elevacédo do preco de reserva no caso de dois agentes e dois bens,
com valoracdes extraidas de U [0,1] :

a) Exemplos:

Supondo by = 0.4 e considerando que 0? e 03 sao maiores que by, temos:

Considerando a diferenga entre 6 e 62, temos:
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1)

No caso de by = 0.8, temos:

Considerando a diferenga entre 6 e 62, temos:
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0 L@ o0m 06 oo 08! 012 014 @16 oW 02

Com relagao a questao de cdlculo numérico, as derivadas foram feitas para 1000 valores
dos constantes de cada problema (extraidas de forma aleatéria de distribuigoes uniformes),
sendo o passo da derivada numérica de 0, 0001.

Lema 3.1: O preco de reserva étimo para o leiloeiro € tal que :

1— F (bo)

bp =b" + 7 (o)

Prova: O lucro esperado do Leiloeiro é dado por:

H%oncorréncia (b*) — b* + /b (9 _ 1;#1;)(9) — b*) F (9) f (0) de

Consideremos que o leiloeiro pode escolher by (consequentemente 6% ) de forma a mazximizar
0 programa acima, ou Seja:

o g —F(p
HIO%X HEO’I'LCO'I'TETLC’LG (b*) — b* + /b‘o (9 o ]- f(F’e)( ) _ b*) F(e) f (9) de

s.a. by € [Q,g}
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Olhemos para o problema relaxado. A condicdo de 1%ordem fica:

1—F(b) . _
<50—W—5)F(bo)f(bo)—0-

Como F (bo) f (bg) > 0 temos que:

bo —f 0o) b* = 0.
Logo:
b = —f (%0) + 0"

No caso de conluio, temos que:

Lema 3.2: Se by < 0, no détimo teremos,

1—F (b(c)onluio)z

conluio __ 1%
bO =b"+ 2F (bgonluio) f (bgonluio) ’

conluio concorrencia
bg > by

Prova: A partir da expressao de receita do Leiloeiro mo caso de conluio, a condi¢do de
primeira ordem de maximizagdo em by fica:

1-F ()",
2F (b)) f (b))

1+ F (bg)
2F (b))

1 F (i)

bcl — b+
° 7 (t5)

Sabemos por MaskinéRiley (1986), que o equiltbrio de concorréncia no leildo de
1°preco estdtico é tnico. Logo, para mostrar que o b§ > by na CPO da maximizacio de
lucro do caso de concorréncia:
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- (bgz _ # - b*) F(b§) f (bg) < 0.

Como sabemos que F (bgl) f (bgl) > 0, temos que mostrar que:

1 F (1)

cl *
(b5 — %) > £ (03)

Substituindo bg do lado esquerdo da equacdo acima, obtemos:

Como F (bgl) < 1, obtemos o resultado desejado ¥

Prova da Proposi¢éao 3.3:

ATT;, (b) = {2/b (9 _ %Fe’)(e)) F6) f(0) de} b [L— F(Bo)?] =

AllL (bo) = 2/§9f (0) (1= F(6))d0 —bo[1 — F (bo)]*.

Note que: All; (0) = 2[E(0) — E(0F (0))] > 0 e AllL (§) = 0. Além disso, temos
que:

dm;_go(bo) — = F )P <0,Yb €10,7]
d?Ally, (bo) _ _
TR 2f (bo) (1 = F (bo)) > 0.

Logo, AIly (by) é uma fungao estritamente convexa. Pelas condigoes iniciais e finais

encontradas acima, temos que All; > 0, V by € [0,0] ¥

Prova do Lema 3.4:
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concorrencia 7
aHT = 1—2/ F(0) f(0)d6 =1~ (1-F (b)*) = F (bo)* > 0.
bo

chonluio

o 2
b+ =F (bo) > 0.

b)

anconcorr@ncia

o = ~2(bo =) F (bo) f (bo) + 2 (F (bo) — F (b)?) .

chonluio

5 = —2(bo =) F (ko) f (bo) + (1 = F (b0)”) -
(0]

OATI
o

—[(1 = F (bo))?] < 0.

33



